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Los estudiantes de algebra lineal aprenden, para matrices m X n como

sumar las matrices Ay B, A+ B = C si y solo si a;; + bij = ¢ij.

Se esperaria la multiplicacion de matrices AB = C sty sélo si a;ib;; = ¢ij,

Pero, el profesor dice “jNo! jEs mucho mas complicado que esto!”

Hoy, quiero explicar que este tipo de multiplicacién no solo es logico pero
también es muy practico y muy interesante y tiene muchas consecuencias

matematicas.
Definiciéon
Si Ay B son matrices m X n, el producto de Schur (o Hadamard o fdcil o

‘naive’) de A y B es la matriz m x n C' = AeB con ¢;; = a;;b;;.



Estas ideas son del siglo pasado de Moutard (1894), (j)que ni se fij6 que
habia probado nada(!), Hadamard (1899), y Schur (1911).

Hadamard examiné las funciones analiticas f(z) = >~ ja,2" vy

g(z) = >~ 4 b,2" que tienen puntos singulares en {«;} v {5;}

respectivamente.

Probé que si h(z) =Y~ a,b,2™ tiene puntos singulares {7}, entonces

ey C1aifi}



Nos sorprende un poco menos cuando se consideran los productos de
convolucion:

Sean f y g las funciones 2m-periodicas en R y

2T ' d6 2T ' do
ap = / e—zkﬁf(@> y by = / e—zkﬁg((g) d
0 0

o 27
para que
f ~ Z akeik‘ﬁ y g~ Z bkeikQ
Si h(6) = K f(O0—1t)g(t) at entonces h ~ Z abpe™
0 27

y sif>0 y g>0 implica h > 0.



El nombre de Schur se relaciona con el producto de matrices porque publicé

el primer teorema de este tipo de multiplicacion de matrices.

Definicion
Una matriz real (o compleja) n x n se llama positiva o positiva

semidefinida si o A=A

e (Ax,x) >0 paratodox en R" (o C")

Entonces
e Para toda matriz A, ambas AA™ y A®A son positivas.
e Reciprocamente, si B es positiva, entonces B = A™ A para alguna A.

e [n las estadisticas, todas las matrices de varianza-covarianza son

positivas.



Ejemplos:

12
o A= NO es positiva:
2 3
12 2 2 0 2
< ) > — < . > = —1
2 3 —1 —1 1 —1
I 0 b —4
o B = y C= son positivas
0 2 —4 5
1 0 5 —4 b —4
pero BC' = = no lo es.

0 2 -4 5 -8 10



Teorema del Producto de Schur (1911)
St A y B son matrices n X n positivas,

entonces A®B es también positiva.

Aplicaciones:

El diseno experimental: Si A y B son matrices de varianza-covarianza,

entonces AeB es una matriz de varianza-covarianza también.

P.D.E.’s: Sea © un dominio en R? y sea L el operador diferencial

I 82u+2 82u+ 82u+b8u+b8u+
u=a1— + 2a (29— o — +cu
o2 12(9x8y > Oy? "ox 20y

.o, : a1 a2 ., :
L se llama eliptico si es positiva definida.

a21 Q22



Lu=a @JrQa I +a @er@er%Jrcu
— a2 Pozoy T oy lox | oy

El Principio del Minimo Débil (Moutard, 1894)

Si1 L es eliptico, ¢ <0, y Lu =0 en (),

entonces u no puede tener un valor minimo negativo en €.

Prueba:
Por reduccion al absurdo:

Si u tiene un valor minimo en (xg, yo) v u(xg, yo) < 0, entonces

0 0,
a—Z@oayO) = a—Z(iUO,?JO> =0

Yy
0u 0u 0u ou ou
0=Lu = a;,— + 2a + 99— + bj— + bo— + cu
oz 123:1:83/ = Oy? "o 28y
0*u 0*u 0*u
= a11=——= + 2&12 + aoo—— + cu

Ox? 0x 0y Oy?



El Principio del Minimo Débil (Moutard, 1894)
Si L es eliptico, ¢ <0, y Lu=0 en ),

entonces u no puede tener un valor minimo negativo en €.

Prueba:
0*u 0*u O*u
0=Lu = a;1—= + 2a + Aro—— + cu
02 0% 1 1

= 2 2 ; )+ cu
u u
259, 02257 1 1
*u  d%u
ailp a2 9 A 1 1
_ < ° Ox? 0xdy ) >—|—CU
Pu du 1 1
a12 a22 010y 02



El Principio del Minimo Débil (Moutard, 1894)
Si L es eliptico, ¢ <0, y Lu=0 en ),

entonces u no puede tener un valor minimo negativo en €.

Prueba:
0*u 0*u O*u
0=Lu = a;1—= + 2a + Aro—— + cu
02 0% 1 1

= 2 2 ; )+ cu
u u
259, 02257 1 1
*u  d%u
ailp a2 9 A 1 1
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Pu du 1 1
a12 a22 010y 02



El Principio del Minimo Débil (Moutard, 1894)
Si L es eliptico, ¢ <0, y Lu=0 en ),

entonces u no puede tener un valor minimo negativo en €.

Prueba:
0*u 0%u O*u
0=Lu = a;1——= + 2a + Aoo—— + cu
11 572 12 D20 922 1
H2 0%y 1 1

= ( 2 2 : ) + cu
12555, 022 ayqéb 1 1
0%u 0%
ail a2 =5 A A 1 1
_ < ° Oxr? 0x0y ’ >—l—cu
0% 0%u 1 1
a2 A22 010y 02



El Principio del Minimo Débil (Moutard, 1894)
Si L es eliptico, ¢ <0, y Lu=0 en ),

entonces u no puede tener un valor minimo negativo en €.

Prueba:
0*u 0%u O*u
0=Lu = a;1——= + 2a + Aoo—— + cu
11 572 12 D20 922 1
H2 0%y 1 1

= ( 2 2 : ) + cu
Uu Uu
1255, 0225, 1 1
0*u  9*u
aip a2 py il 1 1
= . ?Q 0“3” : ) + cu
9 0
a2 a2 010y 7 1 1



El Principio del Minimo Débil (Moutard, 1894)
Si L es eliptico, ¢ <0, y Lu=0 en ),

entonces u no puede tener un valor minimo negativo en €.

Prueba:
0*u 0*u O*u
0=Lu = a;1—= + 2a + Aro—— + cu
11 52 12 D20 922 12
02 0% 1 1

= ( 2 2 : )+ cu
U U
alg(%@y agga—yz 1 1
0%u  0%*u
a1l ai2 =5 A 1 1
_ < o or? Oxdy | >—|—CU
0%u 0% 1 1
a2 a2 910y Oy

> ()



El Principio del Minimo Débil (Moutard, 1894)
Si L es eliptico, ¢ <0, y Lu=0 en ),

entonces u no puede tener un valor minimo negativo en €.

Prueba:
0*u 0*u O*u
0=Lu = a;1—= + 2a + Aro—— + cu
02 0% 1 1

= 2 2 : ) + cu
u u
U255, 02257 1 1
0%u  9%u
ail a2 9 A A 1 1
_ < ° Or? 0x0y ) >—|—CU
02u 02u 1 1
a12 a22 010y 02
> ()

iContradiccion!



Teorema de Unicidad de Fejer

Si1 L es eliptico y ¢ < 0 en (), entonces

hay a lo sumo una solucion del problema de valores frontera

Lu = f en()

u =g endf)

que es continua en §) y lisa en ().

Prueba:
Siuy v ug son ambas soluciones con uq # ug, entonces para que u; = g = Us
en 0N vy uy — us = 0 = ug — uq en 052, up — us 0 us — u; debe tener un
valor minimo negativo en ().
Pero Luy = f = Lugy en §Q, porque L(u; — ug) = 0 = L(ug — uq) en €
Moutard: ni la una ni la otra tiene un valor minimo negativo en ) asi que

tiene que ser u; = us. B



Objectivo: Probar el Teorema de Schur
Recuerde (AB)! = BtAl v (AB)* = B*A*

Hagalo para el caso de escalares reales:
porque con los escalares complejos es lo mismo pero menos comodo

para la mayor parte de los matématicos

Use los vectores de columna:

(x,y) = T1y1 + TaYo + T3ys + + - - + TpYp = CCty

Lema

Una matrizn x n A es positiva st y solo si
A= vlvf -+ v2v§ + ’Ugvg + 4 vkv}g

para algunos vectores vy, vy, v3, -,V Yy k < n.



Lema
Una matrizn x n A es positiva st y solo si

A= vwf —|—’U2U§ +v3v§ + - +vkv,€

para algunos vectores vy, v9, V3, -,V Yy k < n.

Prueba:

t t t

(=) Sea x en R" y A = vjv] + vovy + - - - + Vv, para vectores

V1, Vg, - -+, V. Emtonces

t t t

(Az,z) = ((v1v] +vovy + + - - + vV} ), )

= Z(vwfx,x} — Z(Ujvfx)taj

= >t (@hhde = Y (he) (vle)



Lema
Una matrizn x n A es positiva st y solo si

A= vwf +v2v§ +v3v§ + - +vkv,€

para algunos vectores vy, v9, V3, -,V Yy k < n.

Prueba:

(<) Sea A positiva. Puesto que A = Al existe una base ortonormal de R”
que consiste en autovectores de A, llamemos a esta base wy, ws, - - -, w,.
Entonces, para cada j, sean «; los autovalores de A, esto es, Aw; = a;wj.
Puesto que A es positiva, a; > 0 para todo j. Sean numerados para
quel <j<k a;>0yj>k+1,a,=0.
Para 1 < 5 <k, escogemos 3; > 0 con a; = 6]2- y sea v; = Bw;.
Entonces, demostramos que

A= vlvf + vgvg i ’vkvg — oqwl’wf + agwgwg i ozkwkw,é



Lema

Una matrizn x n A es positiva st y solo si

A= vwf -+ vgvg + vgvg + 4 U;{v,’g
para algunos vectores vy, vy, v3, -+, v Yy k < n.
Prueba:
(<) Para demostrar que

A= ozlw1w7f -+ ozngwg + -4 &kwkw,ﬁ

mostramos que para cada x en R", Ax y
(alwlwf - @gwgwg + -+ Ozkwkw,ﬁ)x es el mismo vector.
Si x es un vector en R”, entonces x es una combinacion lineal de los

w;’s, llamemos = zw; + Towy + - - - + Twy. Entonces Ax estd dado por

Axr = A(rqwi + xows + -+ - + Twy)

= 11Awy + v Awy + - - - + 1, Aw,



Lema

Una matrizn x n A es positiva st y solo si

A= vwf -+ vgvg + vgvg + 4 U;{v,’g
para algunos vectores vy, v9, U3, -+, U Y k < n.
Prueba:
(<) que es

Axr = x1Awy + 20 Awy + - - - + 2, Aw,
= T100W1 + T90Wo + + + + + TpOpWE + -+ + Ty Wy
= T10qW1 + Taows + - - - + Tropwg + - - - + x, 0w,

= 1 W1 + oWy + -+ + LWy

Fijase que wltwj = (w;, w;) = 0j;.



Lema
Una matrizn x n A es positiva st y solo si

A= vwf —|—’U2U§ +v3v§ + - +vkv,€

para algunos vectores vy, v9, V3, -,V Yy k < n.

Prueba:

(<) Como en el calculo de arriba,

(vlv;'f + vgvg et ’Ukv,f)x — (oqwl’w}f + agwgwg + ot ozkwkw,é)x

= g QW W g T W)
= E (cyz-wZ Jxjw; = E azx]wzww])

1,]
= E o T;W; = T1Q QW1 + oW + * + + + LW
i

Entonces, para cada z, Az = (v;0! + vgvl + -+ + vkv,f):z: y

A = vl +ol 4+ o) _




Lema

Siu y v son vectores en R", entonces (uul)e(vol) = (usv)(uev)t.

Prueba:
(U1U1 Uju2
: ¢ Ugty U2U2
Siu = (uy,us, -+, uy,), entonces uu’ =
\ Untin Uty
Luego,
/U1U1 Ui - - ulun\ (01”01 U1U2
/ / UaU1 UU9 -+ UL2Up Vo1 V2U9
— ®
(uu”)e(vv”) =
\unul Uplo * -+ Uplly, ) \vnvl VU9

U2Up,

Un Uy, )

U1Up \

VU,

Vnn )



Lema

St u y v son vectores en R",

Prueba:
Luego,
( Ui1u1v1v1
U2U1V2V]
(uut)s(vol) =
\ UnpuU1vpV1
( Ujv1uU1v,
U2V2U1V]

\ UnUpU10]

entonces (uul)s(vol) = (usv)(uev)t.

U1U2V1V9

U2U2V2V2

Un U2V, V2

U1V1UQV2

U2V2U2V2

UnUVy,U2V9

UijUpv1Uy \

U2Up VU,

Up Uy VU, )

U1v1UpUy \

U2UV2UY Uy,

UpUpUnUn )

= (uev)(uev)!



Teorema del Producto de Schur (1911)
St A y B son matrices n X n positivas,

entonces A®B es también positiva.

Prueba:

Puesto que A y B son positivas,

existen vectores uy, us, - - -, uy tal que A = u1u71f + u2u72j + e ukuz
y vectores vy, vg, - - -, vy tal que B = vlvf + vgvg + -+ Ugvg.
Entonces,

AeB = (Zumf) . Zvjvf

J

= > (wup)s(opel) =Y (wisvy)e(w)’ > 0

i.j i,J



Corolario

Si A = (a;j) es una matriz n X n positiva, entonces (a?j), (a,?j)7 (e%)

son positivas también.

3 —2
iPor ejemplo, es positiva,
-2 2

9 4 27 —8 e? e? N y
entonces : Y son positivas también!

4 4 —8 8 e 2 ¢?



Aplicacion: Problemas de la Complecciéon de una Matriz

; Existen numeros a, b, v ¢ para que A =

En este caso, jsil: a =7, b0 =05, and ¢ = 8.

[ 15

2

a

\b

C

a b\
2 c
17 =3

3 13)

sea positiva?



Problema (eneral
Dada B una matriz n x n fija, calcular la norma del multiplicador de

Schur de B, esto es, encuentrar la constante mas pequena Kpg para que

| XeB|| < K[| X]|

Ademas,

queremos tener el método computacional efectivo para encontrar K p.



Schur (1911)
Si B es una matriz n X n positiva, entonces la norma del multiplicador
de Schur de B es su entrada diagonal mas grande.

Prueba:

Si (3 es la entrada diagonal mas grande de B,

entonces ||[Bel|| =0y Kg > (.

al A
Fijese que ||A]| < a siy sdlo si > 0.
A* al
El Teorema de Schur implica,
B B I A Bel BeA
O S o ==
B B A* T BeA* DBe]
Bel BeA GBI BeA

(BeA)* Bel (BeAY* BI



